5. Corrigés des exercices d’entrainement et de préparation au DS

Exercice 3.A :
© v, > 1000 équivaut a 3 > 1000 qui équivaut a n > 31000 qui équivaut a n > 10.
Donc a partirdurangn =11,onav, > 1000.
€ Soit A unréel.
Il faut montrer qu'il existe un rang N tel que sin = N,
alors n3 € 1A ; +<¢[, c'est-a-dire n3 > A.
SiA < 0alors N=0 convient car pour toutn € N, n3 =0 > A.
Si A = 0. L'inégalité n3 > A équivaut a n>3/A, donc en notant N le plus petit entier
naturel strictement supérieur 3 YA, on a:sin = N, alors n3 > A.
Donc (v,) diverge vers +<.

Exercice 3.B :

(1) chaque étape, la variable u contient la valeur d'un (1 1
terme de la suite (u,) et la variable n contient la valeur | :
de I'indice de ce terme. [ [
Comme le premier terme de la suite (x,) est u, =1, 0n | Tantquex <A |
initialise la variable u & 1 et la variable 7 2 0. : ucutn+l |
A l'aide de la boucle « Tant que » dont la condition : nen+l :
d’entrée est u < A, on répéte le calcul des termesdela | I

suite jusqu’a en trouver un strictement supérieur a A.

A chaque passage dans la boucle, on calcule le terme suivant et on augmente l'indice

de 1 avec les instructions u ¢~ u+n + 1 et Tidef seuil 2(A):
niss . N u=1 =
L'indice du premier terme qui est strictement 3 s
supérieur a A est contenu dans la variable n aprés : e
;. et b s b 4s while u<=A:
I'exécution de I'algorithme. =

: y 2 u=u+n+1

€ Avec A = 200, on obtient 7 = 20, puis avec 6 N

A =5000, on obtient n=100.

. 7 return n

Exercice 3.C :
@ lim n2 =+, lim n=+xet lim 5=>5donc lim 572 =+0. lim 3 =3donc

n—+« n—+% n—+% n—+x n—+«
lim (51 + 3) = +00. D'aprés la régle sur la limite d'une somme : lim u, = +.
n—+% n—+ow

lim —= = 0et lim 2= 2donc lim (i+2)=2. lim n3 =+ donc

n—+% \/ﬁ n—+% n—+% «/;

n—+®
lim —n3 = —o.Et lim 1=1donc lim (—n3 +1) = —o0,
n—+0 n—+% n—+%
D’apreés la régle sur la limite d'un produit: lim v, = —c°.
n—+%

© lim 2=2et lim u, = +o, donc d'aprés la régle sur la limite d'un quotient :
n—s+ n—+%
limi =0.
n—+w
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Exercice 3.D :
@ lim 3n = +et lim —n? = —c:on est en présence de la forme indéterminée
n—+® n—+cw

« o0 —o0 », On factorise par n2 pour n entier naturel non nul car c’est le terme
prépondérant :u, = n? (3—'21 - 1). Ona 3—’2’ =3, dou u, =n? (% - 1). lim n? =+
n

n n—+%
et lim (i - 1) = —1,donc d'aprés la régle sur la limite d'un produit: lim u, = —.
n—+w\N n—+®

lim (n3 +2n) = +>et lim (513 4+ 1) = +: on est en présence de la forme
n—>+w P

n—+%

. z TR e} . 7 72 .
indéterminée « P On factorise le numérateur et le dénominateur par n* pour
n entier naturel non nul car c'est le terme prépondérant au numérateur et au

n3(1+2n) 142

. " n_3 n? 3 2 i 1
dénominateur : v, = = . im |1+ 5 )=1et lim |5+ —|=5
n3 5+ _1_ 5+ % n—+ow n n—+w n
n3 n
donc d'aprés la régle sur la limite d’'un quotient : lim v, = ;}-
n—+w
6 lim iz =0et lim (1+2n3) =+, on est en présence de la forme
n—+xo N n—+ow
indéterminée « 0 X % », Pour tout entier naturel » non nul, on développe :
3 . ; st 5
w, = iz + 2—”2- = iz +2n. lim —12— =0et lim 2n =+, donc d'apres la régle sur
n n n n—+o N n—+
la limite d'une somme, lim w, = +.

n—+o

O im Z__0et lim 2+—==0.0nesten présence de la forme indéterminée
Jn Jn

n—+% N n—+0 N
« % ». On a pour tout entier naturel z non nul :

2 2

g ndn _ 2 nln __ 2

2,1 2dn+n  ndn 2dn+n 2dn+n
n Jn nin

Or, lim (2Vn +n) =+, donc d'aprés la régle sur la limite d'un quotient,

n—+ow

: ) .
lim —=——=0.Donc, lim z, =0.
2n +n on

n—+o n—+

37



Exercice 3.E :

o Comme (-1)"est égala-1ou1ona:-1=< (-1)* < 1. Donc pour tout entier naturel
nnon nul:3 < 4+ (-1)" < 5, en divisant par n? qui est strictement positif on
4+ (=1 ) ) .
conserve 'ordre donc is——g—)—si. lim % =0et lim % =0, d’aprésle
n? n? n? no+wn n—+0 1
théoréme des « gendarmes », la suite (x,) converge vers 0.
€ On a pour tout entier naturel z strictement supérieur a 1:
—1< —cos(n) <1,doncvn — 1< Jn —cos(n) < Jn +1.
Les trois membres de I'inégalité sont strictement positifs puisque n > 1, donc
1 <1 i 1 i 1
< < . lim =0,et lim ——=0.
Jn+1 \/;—COS(n) Jn =1 nosten +1 n—+on — 1
Dong, d'aprés le théoreme des « gendarmes », la suite (v,) converge vers 0.

€ Pour tout entier naturel 7, ona (=1)* = -1 car (-1)" est égal & -1 ou 1. Donc
pour tout entier naturel n, n3 + (1) = n3-1.0r lim n3 — 1=+, donc par

n—+o
comparaison lim w, =+, Donc la suite (w,) ne converge pas. Elle diverge et sa
n—>+®

limite est +o.

Exercice 3.F :
@ Les suites (), (v,) et (w,) sont des suites géométriques.

n
a. Pour tout entier naturel n, u, = Si" =3x (%) .Comme, -1 <%< lona:
n
lim (l) =0.Donc lim u, = 0. La suite (u,) converge vers 0.
n—+o\5 n—+o

b. («/?)n est de la forme ¢” avec g > 1,donc lim («/?)" =40, Et lim -4=-4.
n—+w

n—+o
Donc d'apres la régle sur le produit de limites (v,) diverge vers —co,

¢. (-2)*estde la forme g* avec g < -1.

Donc (w,) n'a pas de limite, cette suite diverge.

€)3>1et5>1donc lim 37 = +oet lim 57 = +o,

n—+w n—+w
On est en présence de la forme indéterminée « 0 — o »,

n
On peut écrire pour tout entier naturel n, u, = 5" [(%) - 1}

Or-1 <% <1donc lim (%) = 0.0n en déduit: lim [(é) —1} = —1.De plus

n—+ n—+o| \5

lim 5" = 4o, d'ol, d'aprés la régle sur le produit de limites, lim u, = —c
n—+% n—+%
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Exercice 3.G :

g _g)_4(4n+1)+5(1—5n)_ —9n+9 . g
(1 278 ( 1 (1= 5m) 21— 5n)’ Pour tout entier naturel n supérieur
ouégala1:-9n+9 < 0et4(1-5n) <0.D'ol pour tout entier naturel n supérieur

ouégalal:u, — (—%) = Oetdoncu, = —%. Donc (u,) est minorée par —%.

€ Pour tout entier naturel n, on note P(n) : «u, < 4.
Initialisation : 1, =1 et 1 < 4, donc P(0) est vraie.
Hérédité : on considére un entier naturel n tel que P(n) est vraie, 'est-a-dire tel que
u, < 4.0n montre que P(n + 1) est vraie, C'est-a-dire que u, , ; < 4.

2 2 2 4_2 4""

= = —

Ona:u, 4donc3un<3><4pms u, +3 3><4+3

2 4 _12 .2 g g
Or 3 X4+ 3 —3——4. Doncona.gun+§$4cest-a-d|reun+1<4.

P(n+ 1) est donc vraie.

Conclusion : la propriété est vraie au rang 0 et est héréditaire, donc d’aprés le
principe de récurrence, pour tout entier naturel n, P(n) est vraie, C'est-a-dire que I'on
au, < 4 pour tout entier naturel n.

Exercice 3.H :

o a. Pour tout entier naturel 7, on note P(n) : «u, <7 ».
Initialisation : u, =7 et 1 <7, donc P(0) est vraie.
Hérédité : on considére un entier naturel n tel que P(n) est vraie, C'est-a-dire tel que

u,, < 7.0n montre que P(n + 1) est vraie, C'est-a-dire que u, +1 <7.

) 14 _ 1 14 ~ 1 14 _21_
Ona:u,< 7donc3u 3><7pU|su+3<3><7+30r ><7+3 3 =7.

Doncona: §un + 134 <7 cest-adireu, ., <7.

P(n + 1) est donc vraie.

Conclusion : la propriété est vraie au rang 0 et est héréditaire, donc d'aprés le
principe de récurrence, pour tout entier naturel n, P(n) est vraie, c'est-a-dire que I'on

au, < 7 pour tout entier naturel n.

b. Pourtout entier naturel n, u,,, —u, = —%un + 134

Or pour tout entier naturel n, u, < 7. Donc pour tout entier naturel z, _§”n = —% .
D’oli pour tout entier naturel n, — §”n + % 0. Donc pour tout entier naturel r,

Uy 41~ Uy = 0.

Ainsi, la suite (u,) est croissante.

€) Lasuite (u ) est croissante et majorée, donc d’aprés le théoréme de convergence
monotone, (u,) converge.
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Exercice 3.1 :
@ a. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal 4 2, soit la propriété P(n) : « 0= u, <1».
Initialisation : u,=1et0 < 1= 1, donc 0 < u, < 1. P(2) est donc vraie.
Hérédité : on considere un entier naturel n supérieur ou égal a 2 tel que P(n) est
vraie, C'est-a-dire tel que 0 << u, < 1. On montre que P(n + 1) est vraie, C'est-a-dire
queld=<uy,, <1

2
Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a2:1— 1 _n-1

=2 g2
n n
Or pour tout entier naturel n supérieur ou égal a2 :n2 —1>0.
Donc 0(n? — 1)<u, (n? —1)<1(n2 — 1) C'est-a dire 0<u, (2 =1)<n? -1
Puis pour tout entier naturel n supérieur ou égal a2 : n2 > 0.
Donc &<y W2 -1n? =1
T T

Donc0=<u,,, <1 P(n+1)est donc vraie.

Conclusion : la propriété est vraie pour n =2 et est héréditaire. Donc d’aprés le
principe de récurrence, P() est vraie pour tout entier naturel n supérieur ou égal 3 2,
C'est-a-dire que 0 < u, << 1 pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2.

b. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2,
1 1 u,

Uyq—u, =u|1—-—=|-u =u|1-=-1=—2L.
n+1 n n( nz) n n nZ n2

Or pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2, 0 < u, donc U, —u,<0.
La suite (u,) est donc décroissante.

€ Lasuite (u,) est décroissante et minorée par 0. D'aprés le théoréme de convergence
monotone cette suite est convergente.

il

5 5 2(n—1)

—=——= =1, doncu, = ——=—. P(2) est donc vraie.

22-7) @ =qe -yt

Hérédité : on considére un entier naturel  supérieur ou égal 4 2 et tel que P(n) est

© Pour tout entier naturel n = 2, soit la propriété P(n) : «u, = .

Initialisation : 1, =1 et

vraie, c’est—é-diren til 1que u, = ﬁ On montre que P(n + 1) est vraie, C'est-a-dire
que i, 4 = m

Ona:u, =u ( _niz)z z(nn_1) = nznz—1 _ 2(,,1_1) « (n—T)n(n+1) _ nz-;1
Doncu, , = 2(,1%1_—1) P(n+1) est donc vraie.

Conclusion : la propriété est vraie pour n =2 et est héréditaire. Donc d’apras le

principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2,
Clest-a-dire que u, = ﬁ pour tout entier naturel 7 supérieur ou égal 3 2.

2(n

Un calcul direct de la limite aboutit a la forme indéterminée « % ». Pour tout entier

oz 5 id 1
naturel nsupérieurouégal 32, uy, = —2— =T _—-__ 1 __ .

" 2n-1) 2n-2 n(z—l) -2

2 1 " "

Or lim2-%==2 Donc limu,=~=.
n—+o0 n n—+o 2
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Exercice 3.J :

@ On construit un arbre pondéré traduisant la situation.
On utilise la formule des probabilités totales avec la
partition (G1,G1) :

p = P(6)= P(6, N G,)+ PG NG, :
1
2

- P(6)x B, (6) + P(G) < 2.6,

NP
[}
N

ENE

_.
i
w
=3

|~
»lw
o]

De méme avec la partition (G,,G, ) : 2
pn+1 = P(Gn-H) = P(G N Gn+1)+ P(G— N Gn+1)

n

=P(G,)x B, (G,,1)+P G_) x P—(G,.,)

_ 1 I _
doncp, ., —pnxz+(1—pn)><§——-zpn+5

€ suite_C10 (10) renvoie : i-def suite_c10(n):

[0.25, 0.4375,0.390625, 0.4023437, : %é ‘]1
0.3994140625,0.4001464, 0.3999633, B or & dn vangei
0.4000091,0.3999977, 0.4000005]. P=-0.25%P+0.5

On conjecture donc que p, converge vers 04, |° L.append(P)
return(L)

€ a. Pour tout entier naturel 7 non nul,

2
2_ 1, ,1.2_1 +i=_1(p"_§)=_1u

un+1=Pn+1_§=_an+2 5= 2P 70 4 4 n*
(u,) est géométrique de raison —--JI.

n-1
b. Pour tout entier naturel n non nul, u, = 1, X (—%) :

n—1
Or u, =p1—;=l—;=——3—.Doncu =—i><(—l) :

5 4 5 20 " 20 4
- , _ . o2 2 3f 97
Dol pour tout entier naturel n non nul, p, = u, + =5 20\73) -

n—1
1 . ; 1 _
¢.Ona 3 € ]-1;1 donc lim (_Z) =0:

n—o

il p = fm2— 31 =2
Dot iy = Jim's 20( 4) =5=04

La conjecture faite en 2. est donc démontrée. La probabilité de victoire du joueur
tend vers 0,4 au fur et a mesure que les parties s’enchainent.
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